CONCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT CAPESA
DE L'ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE AGRICOLE

SESSION 2004

Concours : EXTERNE
Section : Mathématiques

PREMIERE EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE

Premiére composition
(Coefficient 2,5 : - Durée : 5 hetires)

L'usage de la calculatrice est autorise.

1 Définitions et notations

3nit F un B {ou C) espace vectoriel et L{F) l'espace des endomorphismes de E.

Son f un endomorphusme de E. On dit que fest de rang fini si f{E) est un sous-cspace vectodel
de dimension finie de E. La dimension de fE} est appelée rang de f er on la note (.

L ‘ensemble des endomorphismes de rang fni est noté F(E).

2 Exemples et Quelques propriétés des opérateurs de rang finis

1. Soit £ = C=(0,1],E). On défnit [ : B — E .x — f(z) = 7' dérivée de x. Pour fout extier nasurel
kk > 1, on note gi I'élément de E défini pour tout £ € | par ge(t) = e*".
a) Montrer que pour tout entier naturel &,k = 1, le systéme {¢.g2,... , a; } est libre.

b) En déduire que f & F(E).

Soit E = B[X]. Soit B € E,B # 0, on rappelle gue pour tout A € F, il existe un couple unigue
(@, R) € E? tel que A = BQ + R avec R = 0 ou deg(R) < deg(B). Le pelynéme R (resp : (J) esi
appelé le reste (resp : le quotient) de la division euclidienne de A par B. On définit F:E-—=Fquia
tout polynéme P associe f{P) qui est le reste de la division euclidienne de P par B.

a) Montrer que f € L(E].

b) Prouver enfin que f € F(E].

i

3. Soit E un |- sspace vectoriel.
a) Montrer que F{E) est un sev de L{E).
b} Soit v € F(E) et v £ L[E), montrer que uov € F(E). et vou € F(E).
) Montrer que idg € F[E) s, et seulerent &, dim{E} < +oc.
d) Déduire de ce qui précade que F(E) = L(E) si, et seulement i, dim(FE) < -+ oo,
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4. Seit fe F(E),rg(fi=n2 1.
Soit B={ey,e3,... ,en} et F={e],eh,... ,en} deux bases de f(E). On note f; la restriction de f &
FLE). Soit A et A’ les matrices de 'endomorphisms fi respectivement dans les bases B et B'. On note
P la matrice de passage de B 4 B, .
a) Montrer que

A' = PIAP.

b) En déduire que pour tout z € C
det{A—zl,) =0 <= det(A' =z} = 0.

3 Inversibilité de idg — f
Iei K est un corps commutatif. Soit F un E -espace vectoriel ef f € F{E) vérifiant
ker(idg — f} = {Og}

Soit B = {e1,6s,... ,6q) tne hase de f(E), on note fi la restriction de & f(F) et A la matrice de f; dans

la base B. On notera (ai;)1<i<n le terme général de la matrice A.
1£7%n

1. Montrer que (ide — f) ez est injective et en déduire que I, — A est inversible.
2, Soit y € E. Justifier 'existence de n &léments §,,... .5, de K tels que

) =Y Be

=]
et. montrer qu'il existe un n- uplet unique (@q,... ,a,) € K™ vérifiant pour tout i € {1,... ,n}

Bit+ Y ayoy = .
=1
3. Montrer gue I"éguation d’'inconnue v € E
(tde — f)(u) =y

admet pour unique solution r définie par

Ifg-im&-.

=]

Qu’en déduit-on pour tdg — F 7

4 Résolution d’une équation intégrale

lci £ désigne 'ensemble des fonctions numériques, continues sur [0,1]. Soit 4 une fonction donnée de F, on
se propose de déterminer toutes les fonctions = € E vérifiant pour tout ¢ & [0, 1

1
z(t) —f (t — s)x(s)ds = yit). (1)
1]
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1. Soit f 'application de £ dans E qui & tout fonction x € E associz la fonction f(z) de E définic pour
out ¢ € [0,1] par

1
Flz)() = L (t — 5)z(5)ds.

a) Montrer que f esl un operateur de rang fini dont une base B de f(E) est constituée des fonctions
ey ot e définies pour tout ¢ £ [0, 1] respectivement par €] (t) =1 et e2(t) = ¢. On note fi la restriction
de f & f(E).

b) Montrer que ker{ide — f) = {0s}

a) Montrer que les coordonnées 3, et J; de F{y) dans 1a base B sont :

b

1 1
g3 = —f sy(s)dset 3, =f ylshds.
] 1]

b) Déterminer la matrice A de f; dans la base B, montrer que T— A est inversible et calculer (fo—A) 1.
¢) En déduire expression de la solution x de I'équation (1} en fonction de y.
d) Donner l'expression de = pour y(t) = t=.

5 Valeurs propres d’'un opérateur de rang fini

1. On suppose que F est un C-espace vectoriel qui n'est pas de dimension finie. Montrer que pour tout
f € F(E), 0 est une valeur propre de f.

3. On pose rg(f) =n > 1, s0it B={e1.e2,-.. ., } une base de f(E} et A la matrice de Pendomorphisme
1, restriction de f & f(E) dans la base B.
a) En utilisant la question 1) partie 2 montrer que si A & O~ est valeur propre de [ alors

Lo — i.ﬂ non inversible.

En déduire que si A est une valeur propre non nulle de f alors
det{A — AT,) = 0. (2)

b) Montrer que pour tout pombre p non nul tel que i n'est pas une valeur propre de f, idy — pf est
iqversible. En déduire que les veleurs propres non mulles A de f sont exactement les racines non nulles

de 'équation (2).
3 On considére 4 nouveau l'opérateur de rang fini f défini daus la partie 4.

a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Pour tout entier naturel non nul n, on definit la fonction z, pour tout ¢ € |0, 1] par :

fr |:E-] = E.CE{EFI'IFE}.

Montrer que pour tout entier n non nul, le systeme {z1.%a,- .. , 25} est un systéme libre de ker({f).
Qu’en déduit-on pour le sous-espace propre associé & la valenr propre 07

Désormais E est un espace préhilbertien complexe de dimension infinie. Le produit scaleire de deux
vecteurs =,y de E sera noté (z,y). On dim quun endomorphisme f de E est hermitien 1 pour tout

zye E

(fl=h,y) = (= f))-
Dans la suite f est un endomorphisme hermitien, de rang fini n > 0. On notera M, Az, ... A les
valeurs propres non nulles de [ gui sont distinctes deux & deux. Pour fout entier i € {1,2,... P}

on notem E, le sous-espace propre associd d la valeur propre A;.
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4. a) Montrer gue toute valeur propre de [ est réelle.
b) Montrer que pour tout ¢, 7 € {1,2,...,phi#jona E LE,.

5. Justifier que
E - f(E} & f(E)".
a) Montrer que f{E)! est stable par f .

b) Soit ¢ € F(£)". Caleuler (f(£), f(t)) ¢t en déduire que f(E)* C ker(f).
¢} Soit t £ ker{f). Pour tout u € E, calculer (t, f(u)) et en déduire que f{E)*- = ker(f), puis que

E = f(E) & ker(f}.

Qu'en déduit-on pour la dimension de ker(f}7

6. Soit g la restriction de f a FLE). Montrer que les valeurs propres de g sont exactement A, Az.... . A
et en déduire que

fIE)=Ex, ®E\®... 8 Ly,

Ern déduire Pexistence de n résls non muls, jiy, [y, ... ; #y et d’une base orthonormée {=1.82,--. 1 En}
de f(E) vérifiant pour tout i € 1,2,...,n}, fles) = ps&n

6 Alternative de Fredholm pour un opérateur de rang fim

Soit f un opérateur hermitien, de rang fini n > 0, défini sur un espace préhilbertien complexe E. On se
propose de résoudre ’équation d’inconnue z € E

r—pf{r)=y (3)

oil p est un nombre réel non nul donné et y un vecteur donné de E.

On noters iy, flg,. .- s My les 1 valeurs propres réelles non nulles de f et {£1,€2,... ,5n} une base or-
thonormée de f{E) formée de vecteurs propres de [ vérifiant pour tout i € 11,2,... ,n}, fle;) = e, dont
P'existence z &t& établie dans la partie précédente.

1. On suppose que § n'est pas une valeur propre de f.
a) Montrer que I’équation (3) admet une unique solution. On notera Iy cette solution.
b) Montrer qu‘il existe un unique n -uplet {@;,az,... , &) € C* vel que

imm]
En déduire que pour tout k € {1,2,... ,n}
(fizo).€x) = (fw}, 2x) + ppu
puis gue

o = (To.€x) — (¥, €k},
46
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¢} En écrivant que Zg vérifie 'équation (3) montrer que pour tout ke{l,2,...,n}

; 1
(zp,88) = 1 (v, 2k}

d) On pose v = L. Déduire de ce qui précéde que

L EkJE
!-I:I—H+L‘Ek{y kJEE
i B

2. Onnote {M.... . A} les pp = n ) walewrs propres non nulles de f qui sont distincres deux & deux.
On suppose mmﬂtmmﬁ gu'il existe k€ {1,2,...,p} tel que p= I’

a) Justifier pour tout z € B,y £

T = :—1$:+I

I'S-I'— ,-.1111,""1"

avec pour tout i € {1.2,... ,p} =} et ¢ € By, et 2", y" € ker(f).
b} En déduire = vérifie (3) sl ot seulement si,

pour tout § € {1,2,...,p} (1 — pA) = yiet = =g

¢) Conclure de ce qui précéde que si (3) admet une solution, alors nécessairement y € Ej; .
d) On suppose que la condition y € E;; est remplie.
d1) Montrer que I"&quation (3) posséde une unique solution zj € Ey et que

_y”"'zl—pﬁ.

1-1

d2) En déduire que toute solution & de (3] s'écrit

avec ¥ € [Ty

7 Un exemple d’application

On pourra utiliser la formule de Fubini : pour toute fonction & continue sur [0,1] = [0,1] ,2 valeurs dans C,

on a
-f ([;h{s_.t}di)ds:jul (j:h(s t)d: ).:ft

Ici E désigne I'ensermble des fonctions & valeurs dans C, continues sur [0, 1] . On munit E du produit scalaire
défini pour tout uw,v € K par

1
(u,1) = f ult|u(t)dt.
0

Ftant donné p un réel non nul et ¥ : ¢ — i, on se propose de déterminer toules les fonctions x € E vérifiant
pour tout ¢ = (0. 1]

x(i) — p[;{t+ s)z(s)ds =15, {4}

5/6
MATELSN. doc




On désizne par f application de E dans J qui & tout fonction 2 € E associe la fonetion f(z) de E
définie pour tout t € {0, 1] par

| 1
flz)(t) = _/; (t 4+ #)x(s)ds.

1. Montrer que f est un endomorphisine de E, hermitien, de rang fini et montrer qu'il admet pour veleurs
propres non nulles

Montrer que les fonctions 2, : 8 —= 1+ V3setTa:s-—+1-— 3 constituent une base orthogonale de
vecteurs propres de f{E).

2. Caleuler les intégrales

1 1
f somq(5)ds et / gt xa(e)ds
40

1]

et en déduire quesi p = 5 ou p = 4 Péquation (4) n'a pas de solution.

3. On suppose que p # 1‘-; et p £ f_;
a} Montrer que (4) admet une solution unique zy et qu'il existe une unique eouple (a.4) € C* tel que
pour tout s € [0, 1] ]

ro(s) = a+bs + &,
b) En écrivant que zy est solution de (4) montrer que o et b sont solutions du systéme

{ (1-—-2)a-Lh=4
—pa+(1-§)b=4%

4. Résoudre le systéme précédent et conclure que pour tout s € [0, 1]

1 plp—18)  plp+d) o
6p+12p—12 p2412p-12 '

by [:E::I —_
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