Carigé del épreuve 2006 du CAPLP externe
Exerdee 1

1.a) 1® méthode : Soient Xet ydeux réels vérifiant (Xy> 0 et X< V); en divisant la deuxiéme
inégalité par Xy on obtient immédiatement : %’ < %{ .

2° méthode : remarquons que Xet ysont non nuls et de méme signe. Comme la fonction inverse est

* *
décroissante sur R, et décroissante sur R _, on a sur chacun de ces deux intervalles 1'inégalité

souhaitée.
Conclusion I’'implication proposée est vraie.

1.b) Montrons que cette affirmation est fausse en donnant un contre-exemple. La fonction valeur
absolue est continue sur [—1; 1] et pourtant elle n’est pas dérivable en 0. Pour s’en persuader il suffit de
constater que sa représentation graphique dans un repére orthonormé posseéde deux demies tangentes a
I’origine qui ne coincident pas (I’une s’appuie sur la seconde bissectrice alors que 1’autre s’appuie sur la
premicére bissectrice).
1.c) Montrons que cette affirmation est vraie. Soit fune fonction définie et dérivable sur R, et paire.
f(a+h)- f(a)

h .
a- h)I; fc Q) Remarquons que ce quotient
représente aussi un taux d’accroissement au voisinage de (—a), et que sa limite lorsque htend vers 0 est
égale a — f'(-a) puisque (-h)———0.0r A——— f'(@). D’aprés I'unicité de la limite :

Etudions la dérivée en un point a en utilisant le taux d’accroissement A =

fca-h-fa_ f(
h

Puisque f est paire A =

f’(a) =-f’(-a) ; ceci étant vrai pour tout réel ade R, f’ est bien une fonction impaire.

2. Démontrons la propriété contraposée : supposons Nimpair ; il peut s’écrire sous la forme 2K+ 1 avec

kentier. Et I° = 4Kk2+ 4K +1 qui est bien un nombre impair. Nous avons montré que si nest impair
alors ¥ est impair . Finalement si I? est pair alors nest pair.

Nous aurions pu aussi utiliser un théoréme d’arithmétique : 2 étant premier s’il divise Nx N il divise
I’un des facteurs ; donc il divise n.

3. Cette propriété est vraie pour N=1 ; supposons qu’elle est vraie pour un entier nsupérieur ou égal a
1 :onaalors 1+3+5+..+(2n-1)=12 ; soit 1+3+5+..+2n-1)+2(n+1) —)=r2+2n+1) = (n+1) qui

est bien le résultat attendu.
La propriété est vraie pour 1 et vraie pour n+1 si elle est vraie pour un n entier quelconque supérieur ou
égal a 1, donc la propriété est bien vraie pour tout entier naturel nnon nul.

Exerdoe 2
1. Remarquons que fétant continue sur [RQ+, si (un) converge vers 4 alors f(un) converge vers f(4)

qui est égal a 14—5 Or les suites (U,) et (U,,,) ont méme limite. Cette contradiction exclut que

(u,) converge vers 4. Les mémes arguments excluent la réponse d). Puisque la limite de fen +oo

est4, si (U,) tendait vers +ooalors (f(u,)) tendrait vers 4. La encore nous arrivons a exclure la

réponse b).
Reste la réponse c). Justifions la :
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11 .
U, =3ety = 3 donc 0 <, <U,; fest croissante sur R, donc si 0 <u, <u,_,, alors

0<u, <u,,. Parrécurrence nous venons de montrer que pour tout entier naturel N que
0<u, <u,, etil en résulte que lasuite (U,) est aroissante

2. a appartenant a [0 , 7r] , pour tout Xde [a , 7[] sin X est positif. Donc I’aire du domaine (E) est
égale a : Isin xdX ; le calcul de cette intégrale donne 1+ cosa. Donc pour que I’aire de (E) soit

a

1. . 1 . 2z
égale a — il faut et il suffit que cosa= —5 ; c’estadire que a= ? (la encore nous nous

servons de a € [O . 71'] ) La seule réponse exacte est donc la réponse a).

3 Utilisons un tableau pour représenter les cas possibles en ce qui concerne 1’écart entre les deux

score:

Score de B 1 2 3 4 5 6
Score de A

1 0 1 2 3 4 5

2 1 0 1 2 3 4

3 2 1 0 1 2 3

4 3 2 1 0 1 2

5 4 3 2 1 0 1

6 5 4 3 2 1 0

D’aprés 1’énoncé les 36 cases sont équiprobables ; or il y en a 24 qui donnent un écart égal a 0, 1ou 2.
. p , L2
Donc la probabilité recherchée est égale a 3

4 La somme des coefficients dans || MA+MB-2MC || est nulle donc ce nombre est
indépendant du point M (cela peut se démontrer en utilisant la relation de Chasles ):

On a en fait : || MA+ MB-2MC ||=||2MI - 2MC||=||2CL ||;
et || MA+ MB+2MC||=||2MI + 2MC ||=2 || Ml + MC ||=4 || MJ ||, ou1 J est le milieu de [IC].

. . . . l ==
Donc la condition caractérisant les points de (E) revienta: MJ = EHICH )

L’ ensemble (E) cherché est donc un cerde de oentre J. C’est la réponse d) qui est exacte.
Exerdce 3

PARTIE A

1. th=£ et J.Ecostdt=sin£—sin0=l. Donc [ =2 et I =1.
0 2 0 2 2

2. Pour transformer I, utilisons une I’intégration par partie définie par : U = cos™" t et V'=cost . Il
z z z
vient: I, = Ioz cos™' tx costdt = [cosn+1 tsin t]; + '[02 (n+1) cos™ tsin txsin tat

=(m+1)L..

n+2

—(n+1) E cos" t(1 - cos2t)dt = (n+1)(I,— I_,). Ce qui donne bien : (n+2)I
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3. Utilisons la relation trouvée au 2. pour montrer que U, =U,,, :

u =m+DI I =m+DHII 6 =(n+2)] =U,,, . Donc la suite (U,) est bien constante.

n+l n+2 In+l

o, T, .
4. D’apres ce qui précéde U, =u, =1xI xI, = E C’est bien la valeur attendue.
. T . .-
5. Remarquons que pour t compris entre 0 et 5 , d’une part cos” treste strictement positif sauf pour
P z z
t= > et d’autre part cos”t>cos™'t ;d’ou: 0< .[02 cos™' tdt < J.Oz cos" tdt (on utilise aussi

que o<%). Donc la suite de terme général I est strictement positive et déaroissante.

n+l I | I
6. D’aprésle2.. ——=-22 :etdaprésle 5, : —22 <2 <] C’est bien la double inégalité
n+2 N N N
attendue. Nous pouvons appliquer le théoréme « des gendarmes », pour conclure que
LSRN
I n—>+o0
n
7. nl 2=n(l xI)=(m+1)(LI xan“ 7T restant positif -
: n _n( n n)_( )( n n+1) n+1 In+1 no+o 7 - 1yTrestant posiur :
MHT’\/E :
* 2
PartieB
' 1 X g .
1. f'(X)=1———=——Nous en déduisons le tableau de variation :
1+X  xX+1
X -1 0 +00

f’(X)‘—0+

ey,

Qui nous prouve que f(x) reste positive sur ]—1 , + oo[ ; donc sur cet intervalle : In(1+ X) < X.

2. Nous pouvons appliquer le résultat précédent 8 X=—, si nous supposons que u > — n, il en résulte
n
u _u .. >
que : In(1+—) <— ; multiplions chaque membre par n, et prenons 1’image par exp des deux
n n

. s u
membres (ces deux opérations ne changeant pas 1’ordre); nous en déduisons que : (1+—)" < €"
n
Enfin, si u = — n, I’inégalité est encore valable

t2 2
3. Soit n>let te [0 , \/?1] ; appliquons le 2. & u=—t2 . Nous obtenons (1-—)"<€&" .
n

. t . .
Recommengons en appliquant le 2 4 U=t2. Nous obtenons : (1+—)" < €" et la deuxiéme
n
inégalité est démontrée par « passage aux inverses »..
. . e e , NESE
4. a)Minoration de J  : la premiére inégalité démontrée au 3. nous donne J, > J-O (1-—)"dt ;
n
transformons cette derniére intégrale en utilisant le changement de variable indiqué :
Jn t2 z . r
IO (1 —E)ndt: joz (1—sin2t)"v/ncos tdt = Jﬁjoz cos™ tdt=~/nl, . Dou: J >~/nl_,
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o , o Bl
b) Majoration de J  : la deuxiéme inégalité démontrée au 3 nous donne : J, < jo (1+=—)"dt ;
n
transformons cette derniére intégrale en utilisant le changement de variable indiquée :

Jn 2 z z z
jo 1+ 5y b= j04 (1+ tan 2t) ™ xv/nx (1 + tan 2t)dt = j04 (1+tan2t) ™' x/ndt = vn j04 cos”™ tdt
n

D’ou: J, < \/Elzn-z :
5. (On peut remarquer que ] est une intégrale convergente ; en effet: 0 <€ < e pour t>0, et
X X
IO e'dt= [—eﬁt] =1—e* qui a une limite finie quand X tend vers +o ; ainsi on peut appliquer
0
un théoréme concluant a la convergence de I’ intégrale généralisée | .

2 . Jﬁ 2 .
Et J = lim Xe’tdj:: lim | e"dt=1lim]J,.)

X—>+0d0 n—>+o0 J0 n—>+o
Mais, plus simplement, on a ici : \/Eln+1 <J,< \/ﬁlznfz ; le résultat donnant /5 comme limite

de \/ﬁln combiné avec le théoréme des « gendarmes » nous permet de conclure que ( J,) converge

N

TE A
vers— . D'ou :J= —.

PartieA

Nous noterons @ I’affixe de Q. Ici @ =1+1.
1. Notons que I’abscisse de Q est 1 ; donc il est sur la médiatrice de [OO’] et il est équidistant de O et
O’. Nous aurions pu aussi montrer par le calcul dans [] que: [1+1]=2—(1+1)].

2. Soit 6 I’angle de cette rotation, et ; 6 = (Q—O, Q—O') = arg(%) =arg(l) = % [27]. Donc
—(1+i

. V4
I'angle de la rotation est By [27].
3. La figure étant symétrique par rapport a I’axe des abscisses, @' = w=1-i.
4. z'-(1+i)= e? ([z—(1+1)] est la traduction dans [] de : M est I’'image de Mdans la rotation dont

le centre est d’affixe 1+1 et d’angle 7" La résolution de cette équation nous donne : Z2'=1Z+2 .
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5 a)|z-2Hiz+2-2|Hiz|H z|= V2 car Mest sur %, cercle de centre O et de rayon V2. Donc
M estbiensurlecerde # .

b) Pour montrer que M M' et Q' sont alignés calculons A = arg(Z_a) ) ;
Z— o'
(iz+2)-(1-) _(iz+1+i)z—1+1) (z+1+i)z-1-1) izz+i(z-2)+z+2-2i
z=(D |21+ 2142 Zz-141)?

Mais ZZ=2, Z— Zest imaginaire pur, et Z+ Zest réel ; donc A est réel.

Ce qui prouve que M M' et Q sont alignés

PARTIE B

1. Utilisons la méme relation qu’au A 4. : I(Z)— @ = €°(Z— @) Mais nous savons que T(0) = 0" ;
X ) a‘ ~ a'
dou: a-w=€(0-w) ;dou: € =1-—,et: N(2)=2'=(1-—)z+a".
) )

2. SiQ est situé sur I’axe des réels, étant équidistant de O et O’ qui sont situés aussi sur cet axe, Q) est
milieu de [OO’]. Et la rotation est alors une symétrie centrale de centre Q.
3. a) Ces deux cercles étant de méme rayon mais pas de méme centre, s’il sont tangents ¢’est au milieu
de [OO’]. Et nous nous retrouvons dans le cas de la question précédente.
b) Si ces deux cercles sont sécants c’est en deux points non situés sur 1’axe des réels ; ce
sera le cas si et seulement si ) n’est pas sur cet axe.

4. 8) Zyu=Z-0'=Z-®
— a' —
b) Zoyr =Z-0=(1-—)z+a"-o.

w

c) cas M=Q':
cl) La rotation de centre Q envoyant O en O’ envoie le cercle & centré en O sur un cercle
centré en O’ et de méme rayon ; ¢’est donc le cercle & °. Métant sur &© M est sur & .

c2) Les points Met Q sont sur un méme cercle de centre O donc : ZZ= OM? = l=ow.
Les points M et Q sont sur un méme cercle de centre O’, donc :

(z-a)(z-a)=0'M"=0'Q*=00*= wo.

(1—3)z+ a-w zZ-w+ a'(l—E)

N i S o, 27, ae-7oz-o)
y A Z—w Z—® o(Z— ) |...]?

Pour prouver que ce nombre est réel nous allons étudier (@ — Z)@w(Z— @) (on utilise ici que &’
est réel).
En développant il vient : (@ — Z)0(Z— @) = @@(Z+ Z) — ZZw — @*® . Or ww(Z+ Z) est réel ;

et ZZ= ww . 1l nous reste donc a prouver que : —wWw* —w*® est réel ; ce qui est clair puisqu’il

y A
s’agit de la somme de deux nombres conjugués. Donc—2" est bien réel.
Zom
c4) La conclusion précédente nous assure que M M' et Q' sont bien alignés
d) cas M=Q":
Etudions I’angle entre les droites (MM) et (O£2°):
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P wa'(o— ) a'(w-w)
= ————= Remarquons que ————= est un

a'\— — @
z-z=(1-—)w+a'-w=a'(-——+1)
@ ® |@]? |@]?

imaginaire pur ; par suite _Z_ Z est imaginaire pur, et I’angle entre les vecteurs MM et 00
0) —

est droit. Ce qui nous assure que la droite (MM ") est tangenteaucerde # en Q'

Remarque : dans cette question, il aurait convenu d'exclure le cas ou les cercles sont tangents

car alors la droite (MM ") n'est pas définie (et 1e complexe considéré ci-dessus est nul et n'a

pas d'argument)
PARTIE C
1. Dans cette partie, on suppose que A recoupe & et & ‘en Met M ; donc on suppose que

M=Q' etque M'#Q'.

Soit rla rotation de centre Q qui transforme O en O' (et donc % en %), et soit M) I'image
de Mpar r. M) appartient a & .

D'aprés la partie B, nM), M, et Q' sont alignés. Donc, comme (M) appartient a ", {M)=M
ounM= Q.

SinM)= Q', alors r''(Q')=M et d'aprés la partie B.4.d) appliquée a ™', (' M) est tangente &
&, ce qui est en contradiction avec I'hypothése que A recoupe & .

Donc nM)=M.

On construit successivement :

1 : le cercle & circonscrit a
QAB

2 : Iintersection QQ’ entre &
et (AA’) autre que A

3%* : le cercle circonscrit & © a
QA Y

4 : ’intersection B’ entre & °
et (BQY’) autre que 2’.

*: Ce cercle &* ale méme rayon que % . En effet considérons la rotation r de centre €2 qui
transforme A en A'. Elle transforme & en un cercle N %), de méme rayon et passant par Aet €.
D'aprés la partie B, la droite (AA!) passe par le deuxiéme point d'intersection des cercles, noté €' : donc
n %) est le cercle circonscrita €2, Q', et A'; c'est-a-dire que N &) = & “. Ce qui prouve que % ‘ale
méme rayon que & .

Autre méthode : le cercle C de centre A passant par () et le cercle C’ de centre A’ passant par €2 .

B est sur le segment [MN] avec M et N sur C . Donc B’ est sur [M’N’] construits sur C’.

On place B’ en rajoutant OB’ = Q B.
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